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ܽ଴, ܣ଴, ܣ௞, ܤ௞, ܥ௧௛ି, ܥ௧௛ା , ݌, ݍ, ݐ଴, ߩௌ ൌ constant coefficients of NASGRO model 
ܽ௖ ൌ critical crack length 





݂, ݇ଵ, ݇ଶ ൌ functions in NASGRO model 
௄݂೎, ௄݂಺೎, ௩݂ೌ, ௩݂ೌ|ሺ௱௄೟೓,௄೎ሻ, ݂௩ೌ|൫௱௄೟೓భ,ಮ,௄಺೎൯, ௱݂௄೟೓, ௱݂௄೟೓భ,ಮ, ൌ probability density functions 
ܨ௔೎, ܨ௔೐ೌೞ,ಿ , ܨே೑ೌೞ , ܨ௄೎, ܨ௩ೌ|ሺ௱௄೟೓,௄೎ሻ, ܨ௩ೌ, ܨ௱௄೟೓ ൌ cumulative distribution functions 
ܭ௖ ൌ fracture toughness 
ܭூ௖ ൌ plane strain fracture toughness 
ܭ௖כ, ܭூ௖כ , ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛כ , ߂ܭ௧௛ଵ,ஶכ , ൌ values assumed by random variables 
ܭ௖כ, ܭூ௖,௠௜௡, ߂ܭ௧௛כ  , ߂ܭ௧௛ଵ,ஶ,௠௜௡ ൌ lower limits of integration 














Δܭ௧௛ଵ,ஶ ൌ random threshold SIF range at ܴ ՜ 1 and for long cracks (ܽ ب ܽ଴) 
∆ߪ ൌ stress range 
ߤ஼, ߤ௄಺೎, ߤ௡, ߤ௩ೌ, ߤ௱௄೟೓భ,ಮ ൌ location parameters 
ߩ ൌ correlation coefficient between ܥ and ݊ 
ߪ஼, ߪ௄಺೎, ߪ௡, ߪ௩ೌ, ߪ௱௄೟೓భ,ಮ ൌ scale parameters 
Ԅሾ·ሿ ൌ standardized Normal probability density function 
Φሾ·ሿ ൌ standardized Normal cumulative distribution function 





















































ܲሾ݊݋ ܿݎܽܿ݇ ݌ݎ݋݌ܽ݃ܽݐ݅݋݊ሿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ሺܭ௠௔௫ െ ܭ௠௜௡ሻ, ܭ௖ ൐ ܭ௠௔௫ሿ.  (1) 
Recalling the definition of SIF range, ߂ܭ ൌ ܭ௠௔௫ െ ܭ௠௜௡, and of stress ratio, ܴ ൌ ܭ௠௜௡ ܭ௠௔௫⁄ ൌ
1 െ ߂ܭ ܭ௠௔௫⁄ , and by taking into account hypothesis 3), Equation (1) becomes: 
























ܲሾno crack propagationሿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൌ 1 െ ܨ௱௄೟೓ሾ߂ܭሿ.  (3) 
It can be shown (Appendix A) that, taken hypotheses 1)‐5) and Equation (3), the probability of 
having the logarithm of the crack growth rate, ݒ௔, smaller than a specific value, ݒ௔כ, is given by: 






















For the statistical model previously defined, with sample data ݒ௔భכ , ݒ௔మכ … , ݒ௔೙כ , at SIF levels 
߂ܭଵ, ߂ܭଶ, … , ߂ܭ௡, respectively, the Likelihood function, ܮሾࣂሿ, takes the form: 











൜ ߂ܭ ൐ ߂ܭ௧௛߂ܭ ൏ ሺ1 െ ܴሻܭ௖











Given the initial crack length, ܽ௦, the number of cycles to failure,  ௙ܰೌ ೞ , can be computed as follows: 




It can be shown (Appendix B) that, taken Equation (7), the cdf of  ௙ܰೌ ೞ , ܨே೑ೌೞ , is given by: 
ܨே೑ೌೞ ൌ 1 െ ܨ௩ೌ.  (8) 
Taking into account Equation (8), if the ߛ‐th quantile of  ௙ܰೌ ೞ ,  ௙ܰೌ ೞ ,ఊ, is of interest, then it can be 
computed from the ሺ1 െ ߛሻ‐th quantile of ݒ௔, ݒ௔,ଵିఊ, as follows: 




function of ݒ௔ (i.e., if ݒ௔,ଵ ൏ ݒ௔,ଶ, then ܽ௖,ଵ ൐ ܽ௖,ଶ) and, as a consequence, if ܨ௩ೌ ൌ 1 െ ߛ, then 
ܨ௔೎ ൌ ߛ. In particular, for given ∆ܭ and ܴ, ܽ௖,ఊ in Equation (9) can be obtained by solving the 
following equation: 








ܰ ൌ ׬ ݁ି௩ೌ݀ܽ௔೐ೌೞ,ಿ௔ೞ .  (10) 
It can be shown (Appendix C) that, taken Equation (10), the cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ, ܨ௔೐ೌೞ,ಿ , is given by: 








































, ܴ ൏ 0
,  (14) 
where ܥ௧௛ା , ܥ௧௛ି and ܣ଴ are constant coefficients, ܽ଴ is the El‐Haddad parameter24 and ߂ܭ௧௛ଵ,ஶ 
denotes the threshold SIF range at ܴ ՜ 1 and ܽ ب ܽ଴. 
The dependence of ܭ௖ on specimen thickness, ݐ, can be described by the following equation: 






















































כ ൧ െ ߤ௱௄೟೓భ,ಮߪ௱௄೟೓భ,ಮ ቉
2Φሾ3ሿ െ 1  
ቊ ߂ܭ௧௛ଵ,ஶ,௠௜௡ ൌ ݁
ఓ೩಼೟೓భ,ಮିଷఙ೩಼೟೓భ,ಮ






כ ሿ െ ߤ௄಺೎ߪ௄಺೎ ቉
2Φሾ3ሿ െ 1  
ቊܭூ௖,௠௜௡ ൌ minൣmaxൣ݁
ఓ಼಺೎ିଷఙ಼಺೎ , ߂ܭ ݇ଶሾ3.048ሿ⁄ ൧ , ݁ఓ಼಺೎ାଷఙ಼಺೎ ൧


























െ ݍ · log ቈ1 െ 1݇ଶሾ3.048ሿ
߂ܭ
ܭூ௖כ ቉
ߪ௩ೌ ൌ ටߪ஼ଶ ൅ ߪ௡ଶሺlogሾሺ1 െ ݂ሻ · ߂ܭሿሻଶ ൅ 2ߩߪ஼ߪ௡logሾሺ1 െ ݂ሻ · ߂ܭሿ
Note: Ԅሾ·ሿ and Φሾ·ሿ denote the standardized Normal pdf and cdf, respectively. ݂௩ೌ|൫௱௄೟೓భ,ಮ,௄಺೎൯ has been obtained by 
















ට1 ൅ ܽ଴ܽ ؆ 1  ൜
ܽ଴ ൌ 0.038 mmܽ ب ܽ଴  
ܣ଴ ൌ ሺ0.825 െ 0.34ߙ ൅ 0.05ߙଶሻ ඥcosሾߨߩௌ 2⁄ ሿഀ ൌ 0.275  ൜ ߙ ൌ 2.5ߩௌ ൌ 0.3 
݂ ൌ maxሾ0, ܣ଴ሿ ൌ 0.275  ‐
݇ଵሾ0ሿ ൌ ሺ1 െ ݂ሻିଵሺ1 െ ܣ଴ሻି஼೟೓శ ൌ 1.378  ܥ௧௛ା ൌ 0 
ቐ
ݐ଴ ൌ 2500൫ܧሾܭூ௖ሿ ܵ௬⁄ ൯ଶ ൌ 0.032ଶ݁ଶఓ಼಺೎ାఙ಼಺೎మ




ൌ 1 ൅ 0.5݁ିଶଷ଴଴మ௘షమቀమഋ಼಺೎శ഑಼಺೎
మ ቁ ቐ
ܵ௬ ൌ 1586 MPa








ࣂ෩ ൌ ൛ߤ෤௱௄೟೓భ,ಮ, ߪ෤௱௄೟೓భ,ಮ, ߤ෤௄಺೎, ߪ෤௄಺೎, ߤ෤஼, ߪ෤஼, ߤ෤௡, ݌෤, ݍ෤ൟ ൌ 






ܨ෨௩ೌሾݒ௔כ, ߂ܭሿ ൌ 1 െ ܨ෨௱௄೟೓ሾ߂ܭሿ ൅ 
൅ ׬ ሚ݂௄಺೎ ቀ׬ ܨ෨௩ೌ|൫௱௄೟೓భ,ಮ,௄಺೎൯ · ሚ݂௱௄೟೓భ,ಮ݀߂ܭ௧௛ଵ,ஶכ
௱௄෪ ೟೓భ,ಮ,೘ೌೣ






































ܻሾܽሿ ൌ ටsecant ቂߨ ௔௪ቃ, 
where 2ܽ is the crack length and ݓ is the plate width. 
 




















































































































































ܲ ൤ݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ, ܭ௖ ൐ ߂ܭሺ1 െ ܴሻ൨ ൌ 




Whereas the events ߂ܭ ൑ ߂ܭ௧௛, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ ൏ ܭ௖ሺ1 െ ܴሻ and ߂ܭ ൒ ܭ௖ሺ1 െ ܴሻ form a partition 
of the whole sample space (Figure 1), it follows that the probability of the event ݒ௔ ൑ ݒ௔כ is given 
by: 
ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כሿ ൌ ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כ|߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ 
൅ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ, ܭ௖ ൐ ௱௄ሺଵିோሻቃ ൅ ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ|ܭ௖ ൑
௱௄




region) when ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭ, then ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כ|߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൌ 1; moreover, since ݒ௔ approaches ൅∞ 
(i.e., the crack growth rate is infinite when failure occurs) when ܭ௖ ൑ ௱௄ଵିோ, then  
ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ|ܭ௖ ൑ ௱௄ଵିோቃ ൌ 0. Therefore, Equation (A.2) simplifies as follows: 
ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כሿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ, ܭ௖ ൐ ௱௄ሺଵିோሻቃ.  (A.3) 
Taking into account Equations (3) and (A.1), Equation (A.3) finally yields: 












ݒ௔,ଶ ൌ ൅∞).Furthermore, suppose that ݒ௔,ଵ ൏ ݒ௔,ଶ. Being the logarithm of the crack growth rate a 
monotone increasing function ranging from െ∞ to ൅∞, then ܽ௧௛,ଶ ൏ ܽ௧௛,ଵ and ܽ௖,ଶ ൏ ܽ௖,ଵ. 
Suppose that ܽ௧௛,ଶ ൏ ܽ௧௛,ଵ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖,ଶ ൏ ܽ௖,ଵ, then Equation (7) becomes: 
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௙ܰೌ ೞ,మ ൌ ׬ ݁ି௩ೌ,మ݀ܽ
௔೎,మ
௔ೞ ൅ ׬ 0݀ܽ
௔೎,భ




݁ି௩ೌ,భ ൐ ݁ି௩ೌ,మ, it follows that  ௙ܰೌ ೞ,భ ൐ ௙ܰೌ ೞ,మ. Therefore, according to Equation (7),  ௙ܰೌ ೞ  is a 
monotone decreasing function of ݒ௔. 
According to Theorem 2.1.3 in27, if ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖, the complementary cdf of  ௙ܰೌ ೞ  is finally given 
by: 
1 െ ܨே೑ೌೞ ቚ௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎ ൌ ܨ௩ೌ|௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎,  (B.4) 
where ܨே೑ೌೞ ቚ௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎ is the conditional cdf of  ௙ܰೌ ೞ  given that ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖, and ܨ௩ೌ|௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎ 
denotes the conditional cdf of ݒ௔ given that ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖. 
Taking Equation (7), if ܽ௦ ൒ ܽ௖, then  ௙ܰೌ ೞ ൌ 0 and, as a consequence: 
1 െ ܨே೑ೌೞ ቚ௔ೞஹ௔೎ ൌ ܲ ቂ0 ൐ ௙ܰೌ ೞ
כ ቃ ൌ 0,  (B.5) 
where ܨே೑ೌೞ ቚ௔ೞஹ௔೎ is the conditional cdf of  ௙ܰೌ ೞ  given that ܽ௦ ൒ ܽ௖. 
Finally, if ܽ௦ ൑ ܽ௧௛, then  ௙ܰೌ ೞ ՜ ൅∞ and, as a consequence: 
1 െ ܨே೑ೌೞ ቚ௔ೞஸ௔೟೓ ൌ ܲ ቂ൅∞ ൐ ௙ܰೌ ೞ
כ ቃ ൌ 1.  (B.6) 
where ܨே೑ೌೞ ቚ௔ೞஸ௔೟೓ is the conditional cdf of  ௙ܰೌ ೞ  given that ܽ௦ ൑ ܽ௧௛. 
Provided that the events ܽ௦ ൑ ܽ௧௛, ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖ and ܽ௦ ൒ ܽ௖ form a partition of the whole 
sample space, it follows, from Equations (B.4)‐(B.6) that the complementary cdf of  ௙ܰೌ ೞ  is given by: 






1 െ ܨே೑ೌೞ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ ൏ ܭ௖ሺ1 െ ܴሻሿ.  (B.8) 
Taken (Equation A.3): 
ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כሿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ, ܭ௖ ൐ ௱௄ሺଵିோሻቃ,  
equation (B.8) finally yields: 
1 െ ܨே೑ೌೞ ൌ ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כሿ ൌ ܨ௩ೌ, 
or, equivalently: 




൫ܽ௧௛,ଵ, ܽ௖,ଵ൯, ݒ௔,ଶ defined in the range ൫ܽ௧௛,ଶ, ܽ௖,ଶ൯, being ݒ௔,ଵ ൏ ݒ௔,ଶ. 
Suppose that ܽ௧௛,ଶ ൏ ܽ௧௛,ଵ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖,ଶ ൏ ܽ௖,ଵ. For a given ܰ, since the integrand in Equation (10) 
is a positive‐definite function, if ݒ௔,ଵ ൏ ݒ௔,ଶ (i.e., ݁ି௩ೌ,భ ൐ ݁ି௩ೌ,మ), then there must exist two 
different ܽ௘ೌೞ,ಿ values, ܽ௘ೌೞ,ಿ,ଵ and ܽ௘ೌೞ,ಿ,ଶ, such that: 
ܰ ൌ ׬ ݁ି௩ೌ,భ݀ܽ௔೐ೌೞ,ಿ,భ௔ೞ ,  (C.1) 
when ݒ௔,ଵ is considered, and 
ܰ ൌ ׬ ݁ି௩ೌ,మ݀ܽ௔೐ೌೞ,ಿ,మ௔ೞ ,  (C.2) 
when ݒ௔,ଶ is considered. It is worth noting that the given value of ܰ is upper limited to  ௙ܰೌ ೞ ; this 
follows from considering that the integral function in Equation (10) reaches the value  ௙ܰೌ ೞ  when 
ܽ௘ೌೞ,ಿ ൌ ܽ௖, and remains equal to  ௙ܰೌ ೞ  in the open range ሾܽ௖, ൅∞ሻ. 
According to Equation (10), ܰ represents the area enclosed by function ݁ି௩ೌ, in the range 
ቂܽ௦, ܽ௘ೌೞ,ಿቃ, and the ܽ‐axis: therefore, taking into account Equations (C.1) and (C.2), in order to 
maintain the area constant, if ݁ି௩ೌ,భ ൐ ݁ି௩ೌ,మ, then it must be ܽ௘ೌೞ,ಿ,ଵ ൏ ܽ௘ೌೞ,ಿ,ଶ. Therefore, ܽ௘ೌೞ,ಿ 
is a monotone increasing function of ݒ௔ and, according to Theorem 2.1.3 in27, if ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖, a 
conditional cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ, is finally given by: 
ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎ ൌ ܨ௩ೌ|௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎,  (C.3) 
where ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔೟೓ழ௔ೞழ௔೎ is the conditional cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ given that ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖. 
19 
 
Taken Equation (10), if ܽ௦ ൒ ܽ௖, then ܽ௘ೌೞ,ಿ ՜ ൅∞ regardless of the value of ܰ and, as a 
consequence: 
ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔ೞஹ௔೎ ൌ ܲ ቂ൅∞ ൑ ܽ௘ೌೞ,ಿ
כ ቃ ൌ 0,  (C.4) 
where ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔ೞஹ௔೎ is the conditional cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ given that ܽ௦ ൒ ܽ௖. 
Finally, if ܽ௦ ൑ ܽ௧௛, then ܽ௘ೌೞ,ಿ ൌ ܽ௦ regardless of the value of ܰ and, as a consequence: 
ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔ೞஸ௔೟೓ ൌ ܲ ቂܽ௦ ൑ ܽ௘ೌೞ,ಿ
כ ቃ ൌ 1.  (C.5) 
where ܨ௔೐ೌೞ,ಿቚ௔ೞஸ௔೟೓  is the conditional cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ  given that ܽ௦ ൑ ܽ௧௛. 
Provided that the events ܽ௦ ൑ ܽ௧௛, ܽ௧௛ ൏ ܽ௦ ൏ ܽ௖ and ܽ௦ ൒ ܽ௖ form a partition of the whole 
sample space, it follows, from Equations (C.3)‐(C.5) that the cdf of ܽ௘ೌೞ,ಿ is given by: 




ܨ௔೐ೌೞ,ಿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔
כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ ൏ ܭ௖ሺ1 െ ܴሻሿ.  (C.7) 
Taken (Equation A.3): 
ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔כሿ ൌ ܲሾ߂ܭ௧௛ ൒ ߂ܭሿ ൅ ܲ ቂݒ௔ ൑ ݒ௔כ, ߂ܭ௧௛ ൏ ߂ܭ, ܭ௖ ൐ ௱௄ሺଵିோሻቃ, 
equation (C.7) finally yields: 
ܨ௔೐ೌೞ,ಿ ൌ ܲሾݒ௔ ൑ ݒ௔
כሿ ൌ ܨ௩ೌ. 
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